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Problemas para alumnos de ESO

1. Consideramos dos conjuntos de ntimeros reales: A = {ay, as,...,a100} vy B = {b1,b2,...,b50}-
Calcula el nimero de aplicaciones sobreyectivas posibles de A a B de modo que

flar) < flag) < -+ < f(ao).

2. Ordenamos el desarrollo de (z + 213/—5)" en potencias decrecientes de z. Si los tres
primeros coeficientes forman una progresién aritmética, jcuantos términos hay en el
desarrollo anterior donde la potenciad e £ es un niimero entero?

3. Sea f una funcién definida sobre R tal que f(1) =1y que para z € R
f(x+5)> f(z)+5,
y
fla+1) < f(z)+ 1.
. Cuanto vale f(2017)?
4. Construimos una sucesion de figuras en el plano del siguiente modo: Py es el triangulo
equilatero con area 1, P, se obtiene a partir de P; dividiendo cada lado de P en
tres segmentos iguales, el segmento del medio se quita y, en su lugar, se colocan los

dos lados de un triangulo equilatero apoyado en el segmento que hemos quitado y
apuntando hacia el exterior de P;. Sea S5, el area de P,,. Se pide:

(1) Dibuja las regiones Py, P; y Ps.
(2) Calcula una férmula que te dé el drea de P,.
(3) Calcula lim,,_,, S,.

5. Consideremos la funcién cuadritica f(x) = ax? + bx + ¢ con a # 0 satisfaciendo:
(1) flz—4) = f(2—=)y f(x) = z para z € R.
(2) Para z € (0,2), f(z) < (%51)*,
(3) El minimo valor de f en R es 0.

Encuentra el mayor m (m > 1) tal que existe t € R con f(z +t) < x para x € [1,m].
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. Supén que 3/2 < z < 5. Prueba que

2V + 1+ v2x —3+ 15— 3z < 2V 109.

La reglas de una carrera de obstaculos dicen que en el obstaculo n una persona debe
lazar un dado n veces. Si la suma de los puntos obtenidos en esos n lanzamientos es
superior a 2", la persona ha superado el obstaculo.

(1) ;Cuadl es el nimero mayor de obstaculos que una persona puede superar?

(2) ;Cuadl es la probabilidad de que una persona cruce los primeros tres obstaculos?

. Si escribimos el polinomio f(z) = 1—z+z*—2*+- - — 224+ 2% como ¢(y) = ap+az+

aox? 4+ -+ ar9x'® + azx® mediante el cambio y = x —4, calcula ag+ai + - - - a9 + ag.

Sea p un numero primo impar. Sea k& un numero entero positivo tal que +/k? — pk
también es un entero positivo. Encuentra el valor de k en funcién de p.

Un numero natural se dice afortunado si la suma de sus digitos es igual a 7. Ordena-
mos los nimeros afortunados de manera creciente y los escribimos como una sucesién
ai,as,---. Sin es tal que a, = 2005, cuanto vale as,.
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1. Sean P, Ps, ..., Py, puntos distintos en la circunferencia 2> +y?> =1, y
diferentes del (1,0). Cada punto se colorea o rojo o azul, con exactamente n
puntos rojos y n puntos azules. Sea R, Rs, ..., R, una ordenacién cualquiera
de los puntos rojos. Para cada ¢ € 1,...,n sea B; el punto azul mas cercano a
R; viajando en direccién contraria a las agujas del reloj por la circunferencia
empezando en R;. Prueba que el niimero de arcos de la circunferencia con sen-
tido contrario a las agujas del reloj de la forma R; — B; que contienen al punto
(1,0) es independiente de la manera en la que ordenemos los puntos Ry, ..., Ry,.

2. Una palabra es una sucesion finita de letras. Una palabra es un palin-
dromo si se lee igual de izquierda a derecha que de derecha a izquierda. Sea
una secuencia de palabras Wy, Wy, W, ... definida tal que: Wy = a,W; =by
para N > 2, Wy = Wx_oWx_1, la palabra formada escribiendo Wy _4 seguida
de Wx_1. Prueba que para cualquier entero n > 1 la palabra W1 WoWs...W,,,
formada escribiendo Wy, Wy, W3, ...W,, en sucesion, es un palindromo.

3. ANABC es una triangulo agudo y D, E, F' son los pies de las perpendicu-
lares a los lados por A, B, C' respectivamente. Prueba que DE + DF < BC'y
caracteriza los tridngulos para los que se cumple la igualdad.

4. Probar que Vn € N tal que n > 2, 1+ % + % + ..+ % es irracional.

5. Encontrar todas las funciones f: N — N estrictamente creciente tales que

fn+f(n)) =2f(n).

6. Probar que para toda cuadricula de dimensiones 2™ x 2™ donde n es un
ndmero natural tal que n > 2, si se le quita un cuadrado, entonces se puede
rellenar con figuras como la siguiente:




